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RESUMO 

O presente relatório apresenta o projeto de iniciação científica realizado na UFABC sob 

orientação da prof. Dra. Cecilia Chirenti, com bolsa PIBIC. O objetivo principal da pesquisa é 

o estudo das características relativísticas de objetos compactos como estrelas de nêutrons e 

buracos negros, bem como a introdução ao estudo de relatividade geral, e da estrutura do 

espaço-tempo que descreve um buraco negro. Inicia-se pela revisão e estudo de estrelas 

politrópicas relativísticas, seu colapso radial e indo até o estudo do espaço-tempo de 

Schwarzschild. 
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1.INTRODUÇÃO 

Buracos negros têm sido objeto de estudo de muitos físicos nos últimos anos, devido às 

tantas possibilidades que surgem com a aplicação da teoria da relatividade geral de Einstein a 

sistemas que envolvem estes objetos astrofísicos compactos, como, por exemplo, suas 

características internas, dando-nos um vasto campo de estudo com muitas descobertas a serem 

feitas. 

Nos estágios finais da evolução de uma estrela mais massiva que o Sol, quando todo seu 

combustível se esgota, ela explode, num evento chamado supernova. O resultado disso pode 

dar origem uma estrela de nêutrons ou a um buraco negro, que são corpos celestes 

supermassivos e superdensos e objetos de estudo dessa pesquisa. 

O estudo do comportamento interno de estrelas de nêutrons e das influências da sua 

presença num sistema binário de estrelas é o primeiro passo para o estudo da relatividade, que  

prevê a existência de buracos negros (objetos de maior foco na pesquisa),  e permite a 

elaboração de teorias para as características de um buraco negro. 

Os objetos da pesquisa são a introdução ao estudo da teoria da relatividade geral, com 

foco nas características astrofísicas mais importantes de um buraco negro, visando ao 

aprendizado da teoria da relatividade geral aplicada a objetos astrofísicos compactos. Para 

isso, foram utilizados programas computacionais baseados em modelos físicos e matemáticos 

escritos pelo próprio autor. 

!
2.DESENVOLVIMENTO E RESULTADOS 

Definindo as coordenadas usuais (t,r,θ,φ), o elemento de linha do espaço de Minkosvki pode 

ser escrito como: 

                                     .                                     (1)	



 As equações para o equilíbrio hidrostático de Tolman-Oppenheimer-Volkoff com 

simetria esférica (TOV - dedução no Apêndice A)[2], descrevem a estrutura estelar: 

                           .                       (2)                
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dφ
dr

= m(r)+ 4πr
3p

r[r − 2m(r)]

 ds2  = -dt2  + dr2  + r2 (dθ 2  + sin2θ  dφ 2 ) 



               .                     (3) 

     

         .          (4) 

 

 Sendo p a pressão, m(r) a massa da estrela até o raio r (r < R, raio total da estrela), ρ a 

densidade total de energia e    o potencial gravitacional. A equação de estado politrópica da 

forma p = p(ρ), completa o sistema de equações, onde ρ é a densidade de energia bariônica: 

                          .                         (5) 

 Com a equação de estado (5) e os valores centrais (r = 0) da densidade (ou pressão), 

massa (≈ 0) e potencial gravitacional (arbitrário) é possível escrever o sistema de quatro 

equações e quatro incógnitas, resolvendo-o computacionalmente utilizando o programa 

escrito em linguagem C++ com implementação do método numérico Runge-Kutta de 4ª 

ordem [3]. 

 Uma boa aproximação é feita utilizando o valor da massa como sendo 0 para um raio 

(r = ε), apesar de não ser a realidade, estamos muito próximos do valor real se ε for muito 

pequeno. Uma aproximação melhor seria uma expansão em serie de Taylor do resultado para 

valores de 0 até o valor ε tomado no programa (r = ε = 0.001 [MSol]).  

 Para fazer uma análise completa do comportamento de estrelas politrópicas foi rodado 

o mesmo programa dez mil vezes aumentando a cada vez o valor inicial da densidade central, 

e mantendo os outros parâmetros, para um mesmo valor de n e κ, e o resultado foi que se 

observa uma massa máxima permitida para as estrelas relativísticas (Figura 1), que depende 

da sua equação de estado e dos parâmetros centrais, principalmente da densidade central. 

!
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dm
dr

= 4πρr2

(ρ + p) dφ
dr

= − dp
dr

p =κρb
Γ

φ



 

!
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Figura 1: Relação entre a Massa Total e Densidade Central para n = 1 e κ = 100. 

 A região estável (na qual as estrelas que possuem este valor de massa total, raio total e 

densidade central, são estáveis) se encontra ao lado esquerdo do ponto máximo da curva na 

figura 1. E isso significa que as estrelas à direita são radialmente instáveis e portanto, 

qualquer perturbação pode levar ao seu colapso radial, e estas serão as estrelas interessantes 

para o estudo (fortes candidatas a se tornarem buracos negros) [4]. 

 Na região externa à estrela, temos ρ = p = 0 (critério de parada do programa), e 

consequentemente: 

              (6) 

            

            .            (7) 

!
 Sendo,      e aplicando que o potencial tende a zero quando o raio 

tende ao infinito, podemos escrever a métrica exterior como: 

      .   (8) 

 A expressão (8) é a Métrica de Schwarzschild. 
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dm
dr

= 0,

−g00 = e
2φ = 1− 2M

r

ds2 = − 1− 2M
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ dt

2 + 1− 2M
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−1

dr2 + r2dΩ2

dφ
dr

= M
r(r − 2M )



 Uma visualização dessa métrica esfericamente simétrica pode ser feita assumindo um 

tempo t constante e observando no plano equatorial (θ = π/2), assim o elemento de linha 

analisado será: 

   .    (9) 

 Introduz-se uma dimensão auxiliar z, tal que: 

     .    (10) 

 e então, temos, com simetria em ϕ: 

           .    (11) 

 Definido para valores de r > 2M. 

Figura 2: Visualização do espaço-tempo de Schwarzschild,  M = 1. 

 Para valores muito grandes de r, o espaço-tempo de Schwarzschild tende ao de 

Minkosvki. E para os valores dados na Figura 2, o interior de r < 2 é um buraco negro de 

Schwarzschild. 

!9

ds2 = 1− 2M
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−1

dr2 + r2dφ 2

dz2 = 1− 2M
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−1

dr2 + dr2

z(r) = 2M
r − 2M

dr = 2 2M r − 2M∫



 Como dito anteriormente, um buraco negro pode surgir do colapso radial de uma 

estrela instável. O estudo foi feito analisando o modo de oscilação radial de uma estrela 

politrópica, pelo fato de ser o modo mais simples para ser analisado e busca encontrar 

instabilidades radiais geradas pelo deslocamento de um elemento de fluido situado num dado 

raio a partir do centro. 

 A equação de onda para a função de deslocamento renormalizada [5] é: 

  .    (12) 

 Com os parâmetros W(r), P(r)  e Q(r) sendo: 

(12.a) 

 (12.b) 

(12.c) 

 Para resolver o problema de autovalor da expressão 12, e obter a freqüência de 

oscilação radial de todos os modos de oscilação, 

 admiti-se:      

  

 e então a equação diferencial ordinária se torna linear em χ(r) (parte radial): 

     .    (13) 

 com o quadrado da freqüência de oscilação como um autovalor da equação. 

 A fim de resolver o problema do autovalor numericamente, o problema foi dividido 

em um sistema de duas equações diferenciais de primeira ordem em χ e η. 

!
        (14) 

!
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W ∂2ζ
∂t 2

= ∂
∂r

P ∂ζ
∂r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ +Qζ

P(r) = Γp0r
−2eΛ0+3φ0

W (r) = (ρ0 + p0 )r
−2e3Λ0+φ0

Q(r) = eΛ0+3φ0 ρ0
' 2

ρ0 + p0
r−2 − 4 p0

' r−3 − 8π p0r
−2 (ρ0 + p0 )e

2Λ0⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

ζ (t,r) = eiωtχ(r)

d
dr

P dχ
dr

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + (Q +ω 2W )χ = 0

dχ
dr

= η
P

dη
dr

= −(ω 2W +Q)χ

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪



 Perto da origem temos: 

     

 Então os valores iniciais para a integração são: 

              ,       (15) 

 com P0 calculado a partir da expressão (12.b) e η0 um valor arbitrário (aqui foi 

escolhido η0 = 1)[6]. Para encontrar os autovalores que resolvem o sistema, é escolhido um 

valor arbitrário de ω e o sistema é integrado desde a origem (r = 0) até a superfície da estrela 

(r = R, assumindo que o raio é finito), onde a condição de contorno deve ser satisfeita. O 

deslocamento de um elemento de fluido nesse ponto deve ser finito para todo instante t, e 

portanto a perturbação Lagrangeana da pressão radial se anula para todo t (o que é necessário 

para a condição de junção do espaço-tempo esfericamente simétrico com o espaço de 

Schwarszchild) [7]. Se for satisfeita a condição de contorno, a freqüência angular obtida é a 

desejada, e o modo de oscilação pode ser visto pelo número de raízes da função χ(r). 

 Numericamente, a condição de contorno nunca será exatamente igual a zero, portanto 

a cada iteração há uma interpolação linear entre o resultado obtido e o anterior, e verifica-se 

se ocorre uma mudança de sinal ou se a diferença entre eles pertence ao intervalo (|δ| < 10e-5) 

que satisfaz a precisão desejada. 

 O problema de autovalor para o sistema da expressão (14) possui soluções para apenas 

um número finito de autovalores ( ω2 ). Para valores positivos de ω2, ω é real e a solução é 

puramente oscilatória (o que é esperado para estrelas estáveis radialmente). Todavia, se ω2 for 

negativo, a freqüência de oscilação é imaginária o que corresponde a um crescimento 

exponencial ou ao colapso até o núcleo, que corresponde à instabilidade com relação a 

oscilações radiais (estrelas instáveis) para o modelo estelar em consideração. 

 Para estrelas de nêutrons, acontece que para valores de densidade central (ρ0) maiores 

que o valor da densidade de energia crítica (ρcrit = 0.041965 , onde a massa total da estrela é 

máxima [M ≈ 1.638 MSol, para n = 1 e κ = 100]) a estrela colapsa radialmente para um 
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χ(r) = χ0r
3 +Ο(r5 )

η(r) =η0 +Ο(r
2 )

χ0 =
η0
3P0



buraco negro. E o modo neutro encontrado (correspondente ao autovalor ω2 = 0) ocorre 

exatamente para a densidade central igual a densidade crítica, como visto na Figura 3. 

Figura 3: Frequência de oscilação para o primeiro modo excitado em função da densidade central. 

 Resolvendo o sistema (14) para a estrela politrópica com n = 1 e κ = 100 de densidade 

de energia bariônica central ρb0 = 0.00128 (do ramo estável) foi obtido um valor de freqüência 

de oscilação F =  1.443 kHz para o primeiro modo normal (N = 0). 

 A Figura 4 mostra a amplitude de oscilação para N = 0 da estrela resolvida, 

normalizada para uma porcentagem da amplitude total de oscilação na superfície. Os valores  

χ(r) são dados em quilômetros, e o valor da amplitude de oscilação é arbitrário pois o valor 

inicial de χ depende do valor inicial de η que foi adotado arbitrariamente como 1. 

  Podemos afirmar que este é o primeiro modo normal, uma vez que a curva gerada não 

possui outra raíz além da origem (0,0). 

!
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Figura 4: Amplitude de oscilação para o primeiro modo normal. 

 Para a mesma estrela obtêm-se a amplitude de oscilação na superfície em função do 

tempo através da expressão: 

   .               (16) 

 Como o valor encontrado de ω2 é positivo, a expressão (16) é puramente oscilatória 

em função do tempo. A Figura 5 exemplifica um período de oscilação na superfície da estrela, 

e os pontos marcados em vermelho mostram o tempo onde ocorrem as amplitudes máximas e 

mínimas de oscilação, respectivamente na crista e no vale da curva senoidal apresentada. 

 No caso analisado para estrelas do ramo instável, o valor encontrado de ω2 é negativo, 

e portanto a expressão (16) toma forma exponencial real, mostrando que cada ponto dentro da 

estrela irá colapsar para o centro quando t → ∞. 

!
!
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ζ (t,R) = χ(R)
R2

eφ (R)+iωt



 

!
!
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Figura 5: Amplitude de oscilação da superfície da estrela em função do tempo em um único período de oscilação 

no primeiro modo normal (N = 0). 

 Comparando os modos normais de oscilação para a estrela estudada, foi obtido um 

gráfico que compara a amplitude de oscilação de cada modo normal em função da posição 

dentro da estrela (Figura 6), as freqüências de oscilação para cada modo normal, se encontram 

na Tabela 1: 

  

!
!
!
!

Tabela 1: Freqüência de oscilação para os respectivos modos normais. 

 Para cada curva, o número (N) de raízes nos da o N-ésimo modo normal excitado. E o 

valor da freqüência de oscilação para maiores valores de N é significativamente maior do que 
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Modo Normal (N) F (kHz)

0 1,443

1 3,955

2 5,917

3 7,776

4 9591

5 11,380



para N = 0 (≈ 200% a cada aumento de N). Isto é esperado, uma vez que para ter mais 

oscilações em menor tempo, é necessário um aumento na freqüência de oscilação. 

!
!
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Figura 6: Primeiros modos normais de oscilação para a estrela politrópica estável estudada. 

  

!
!
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Figura 7: Raio da estrela instável em função do tempo devido à oscilação radial. 
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 A mesma análise foi repetida para uma estrela instável. Como dito anteriormente, uma 

pequena perturbação levaria ao seu colapso radial, e é o que mostra a figura 7, para uma 

estrela de densidade de energia bariônica central ρb0 = 0.00358 que resulta numa massa total 

M = 1.63 MSol e raio total R = 10.8963 km, o tamanho da estrela vai diminuindo até que 

ocorre seu colapso radial (R = 0). 

!
!
3.CONCLUSÃO 

 Para uma estrela politrópica relativística, os valores numéricos para massa e pressão 

em função do raio, obtidos pela integração do sistema de equações de TOV, nos dão um valor 

máximo possível para a massa total e raio total correspondente de uma estrela, para cada 

equação de estado. A condição de estabilidade radial em uma estrela é             . O fator de 

pressão das estrelas impede com que ocorra  seu colapso, estrelas muito compactas (densas) 

possuiriam um deficit de pressão para suprir sua contração gravitacional, portanto as estrelas à 

direita do ponto máximo permitido não são estáveis e uma pequena perturbação no seu 

equilíbrio levaria ao seu colapso, formando um buraco negro. 

 Com o estudo de estrelas pulsantes, é possível verificar sua evolução e os efeitos de 

perturbações no equilíbrio a partir de métodos numéricos integrando as equações dinâmicas 

com as condições de fronteira e as equações de condições iniciais (Conservação Bariônica, 

Adiabaticidade, Conservação de Energia, e Equação de Campo de Einstein). 

 Resolvendo o problema do autovalor para a estrela politrópica escolhida (ρb0 = 

0.00128,  n = 1 e κ = 100) foi obtido um valor positivo para o autovalor (ω2) como era 

esperado, pois a estrela se encontra no ramo estável da curva da Figura 1. Com estes dados foi 

possível uma visualização da amplitude de oscilação na superfície em função do tempo, em 

função do raio, e uma comparação dos modos normais de oscilação para a mesma estrela 

radialmente estável. 

 A análise feita com o aumento da densidade de energia central, mantendo os 

parâmetros n e κ, mostra que o quadrado da freqüência de oscilação varia linearmente em 

!16

dM
dρc

> 0



função da densidade de energia central, com inclinação negativa, passando pelo 0 (modo 

neutro) no ponto de massa máxima permitida para estes parâmetros avaliados. Sendo  que 

estrelas estáveis possuem valores de ω2 positivos, e as radialmente instáveis valores 

negativos, o que implica no colapso radial dessas estrelas, que pode ser concluído a partir da  

forma exponencial real do vetor deslocamento para cada ponto dentro da estrela. 

!
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APÊNDICE A  

Dedução das equações de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. 

A partir da métrica de Schwarzschild estática e esfericamente simétrica, temos: 

 

            (1) 

Os componentes do tensor de Einstein são obtidos pela expressão: 

.     (2) 

Com o escalar de curvatura (R), dado por: 

.            (3) 

Calcula-se as componentes do Tensor de Riemann a partir da definição: 

.             (4) 

Sendo que os símbolos de Christoffel são definidos em função das componentes de métrica, 

dado pela expressão: 

     .              (5) 

Com todos os símbolos de Christoffel calculados (devido à simetria da metrica, muitos são 

iguais a zero), podemos usar os resultados na expressão (4) para calcular as componentes do 

Tensor de Riemann, em seguida calcular as componentes do Tensor de Ricci, o escalar de 

curvatura (expressão 3), e por fim, as componentes do Tensor de Einstein (2). 

Portanto, o Tensor de Einstein possui as seguintes componentes para a dada métrica: 

,       (6.1) 

,               (6.2) 

,   (6.3) 

.     (6.4) 
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g00 = −e2φ (r ) gθθ = r
2

gϕϕ = r2 sin2θgrr = e
2Λ(r )

Gαβ = Rαβ − 1
2
gαβR

R = gαβRαβ

Rα
βµν ! Γ

α
βµ ,ν − Γ

α
βν ,µ + Γ

α
σµΓ

σ
βν − Γ

α
σνΓ

σ
βµ

Γµ
αβ =

1
2
gµν (gνα ,β + gνβ ,α − gαβ ,ν )

G00 =
1
r2
e2φ d

dr
[r(1− e−2Λ )]

Grr = − 1
r2
e2Λ (1− e−2Λ )+ 2

r
′φ

Gθθ = r
2e−2Λ[ ′′φ + ( ′φ )2 + ′φ / r − ′φ ′Λ − ′Λ / r]

Gφφ = Gθθ sin
2θ



Temos que o Tensor de Einstein pode ser relacionado com o Tensor Energia-Momento, 

através da expressão: 

.          (7) 

E calculamos as componentes do Tensor Energia-Momento com a expressão: 

.           (8) 

Sendo U a quadrivelocidade de um fluido perfeito, dado por               e as outras componentes 

nulas. Temos então as componentes do Tensor Energia-Momento: 

 

(9) 

!
Com estes resultados, aplicando a conservação de energia: 

.            (10) 

Temos, 

.            (11) 

Daí obtemos as componentes não nulas: 

.       (12) 

De onde sai que, 

.     (13) 

Da expressão (7), obtemos: 

.           (14.1)       

Então:              .                   (14.2) 

!

!20

Gαβ = 8πTαβ

Tαβ = (p + ρ)UαUβ + pgαβ

U0 = −eφ

T00 = ρe2φ

Trr = pe2Λ

Tθθ = pr2

Tθθ = pr2 sin2θ

T αβ
;β = 0

T rβ
;β = T

rβ
,β +T

δβΓ r
δβ +T

rδΓβ
δβ = 0

T rr
,r +T

00Γ r
00 +T

rrΓ r
rr +T

θθΓ r
θθ +T

φφΓ r
φφ +T

rrΓβ
rβ = 0

(ρ + p) dφ
dr

= − dp
dr

G00 = 8πT00

d
dr
[r(1− e2Λ )]= 8πr2ρ



E como, por definifição,      obtemos:  

 

.      (15)  

A expressão (15) é a primeira equação do sistema de TOV para descrever a estrutura estelar, 

que relaciona a derivada da massa em relação ao raio. 

Em seguida, também da expressão (7), sai que: 

.       (16.1) 

E           .       (16.2) 

Manipulando a expressão (16.2), é fácil obter: 

.           (16.3) 

Utilizando a expressão (13), aplicada à (16.3), tiramos: 

.       (17) 

A expressão (17) é a segunda equação do sistema de TOV que relaciona a derivada da pressão 

em relação ao raio. 

Finalmente, o sistema pode ser escrito pelas expressões (13), (15) e (17), junto da equação de 

estado convenientemente escolhida, p = p(ρ). Obtemos então o sistema de equações de TOV 

para descrever a estrutura estelar (18), considerando fluido perfeito e a métrica esfericamente 

simétrica: 

!
     (18)

!21

dm(r)
dr

= 4πr2ρ

e2Λ ! 1− 2m(r)
r

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
−1

Grr = 8πTrr

− 1
r2
e2Λ (1− e−2Λ )+ 2 ′φ

r
= 8π pe2Λ

dφ
dr

= m(r)+ 4π pr
3

r[r − 2m(r)]

dp
dr

= −(ρ + p)m(r)+ 4π pr
3

r[r − 2m(r)]

dm
dr

= 4πρr2

dp
dr

= −(ρ + p)m(r)+ 4π pr
3

r[r − 2m(r)]
dφ
dr

= − 1
(ρ + p)

dp
dr

p = p(ρ)

⎧

⎨

⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪


