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RESUMO

O presente relatorio apresenta o projeto de iniciacdo cientifica realizado na UFABC sob
orientagdo da prof. Dra. Cecilia Chirenti, com bolsa PIBIC. O objetivo principal da pesquisa ¢
o estudo das caracteristicas relativisticas de objetos compactos como estrelas de néutrons e
buracos negros, bem como a introdu¢do ao estudo de relatividade geral, e da estrutura do
espago-tempo que descreve um buraco negro. Inicia-se pela revisdo e estudo de estrelas
politropicas relativisticas, seu colapso radial e indo até o estudo do espago-tempo de

Schwarzschild.
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ASTRACT

The report presented here shows the development that has been made in this research project
at UFABC under the supervision of Prof. Dr. Cecilia Chirenti, with Capes/Cnpq's financial
support. The main objective of this research is the study of the relativistic characteristics
present in compact objects such as neutron stars and black holes, together with an
introductory study of general relativity, and the spacetime structure that describes a black
hole. It begins with a review of relativistic polytropic stars, their radial collapse and ends

with the Schwarzschild spacetime metric.
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1.INTRODUCAO

Buracos negros tém sido objeto de estudo de muitos fisicos nos tltimos anos, devido as
tantas possibilidades que surgem com a aplicacao da teoria da relatividade geral de Einstein a
sistemas que envolvem estes objetos astrofisicos compactos, como, por exemplo, suas
caracteristicas internas, dando-nos um vasto campo de estudo com muitas descobertas a serem

feitas.

Nos estagios finais da evolucdo de uma estrela mais massiva que o Sol, quando todo seu
combustivel se esgota, ela explode, num evento chamado supernova. O resultado disso pode
dar origem uma estrela de néutrons ou a um buraco negro, que sdao corpos celestes

supermassivos e superdensos e objetos de estudo dessa pesquisa.

O estudo do comportamento interno de estrelas de néutrons e das influéncias da sua
presenga num sistema bindrio de estrelas € o primeiro passo para o estudo da relatividade, que
prevé a existéncia de buracos negros (objetos de maior foco na pesquisa), e permite a

elaboracdo de teorias para as caracteristicas de um buraco negro.

Os objetos da pesquisa sdo a introdugdo ao estudo da teoria da relatividade geral, com
foco nas caracteristicas astrofisicas mais importantes de um buraco negro, visando ao
aprendizado da teoria da relatividade geral aplicada a objetos astrofisicos compactos. Para
isso, foram utilizados programas computacionais baseados em modelos fisicos e matematicos

escritos pelo proprio autor.

2.DESENVOLVIMENTO E RESULTADOS

Definindo as coordenadas usuais (t,7,0,¢), o elemento de linha do espago de Minkosvki pode

ser escrito como:

ds® = -dt> + dr’ +r°(d8* +sin’0 d¢°) . (1)

As equagdes para o equilibrio hidrostatico de Tolman-Oppenheimer-Volkoff com
simetria esférica (TOV - dedugdo no Apéndice A)[2], descrevem a estrutura estelar:

@ _ m(r)+4nr’p

dar  rlr—2m(r)] 2)



dm )
E— 47[/)7" . (3)
(p+p L. 4)

dr dr

Sendo p a pressdo, m(r) a massa da estrela até o raio r (r < R, raio total da estrela), p a
densidade total de energia e ¢ o potencial gravitacional. A equagdo de estado politropica da

forma p = p(p), completa o sistema de equagdes, onde p ¢ a densidade de energia barionica:
_ r
P=Kp, . (5)

Com a equacdo de estado (5) e os valores centrais (r = 0) da densidade (ou pressio),
massa (= 0) e potencial gravitacional (arbitrario) ¢ possivel escrever o sistema de quatro
equacdes e quatro incognitas, resolvendo-o computacionalmente utilizando o programa
escrito em linguagem C++ com implementacdo do método numérico Runge-Kutta de 4*

ordem [3].

Uma boa aproximacao ¢ feita utilizando o valor da massa como sendo 0 para um raio
(r =€), apesar de nao ser a realidade, estamos muito préximos do valor real se € for muito
pequeno. Uma aproximac¢do melhor seria uma expansao em serie de Taylor do resultado para

valores de 0 até o valor € tomado no programa (r = € = 0.001 [MSol]).

Para fazer uma anélise completa do comportamento de estrelas politropicas foi rodado
o mesmo programa dez mil vezes aumentando a cada vez o valor inicial da densidade central,
e mantendo os outros parametros, para um mesmo valor de n e k, e o resultado foi que se
observa uma massa maxima permitida para as estrelas relativisticas (Figura 1), que depende

da sua equacdo de estado e dos parametros centrais, principalmente da densidade central.
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Figura 1: Relagdo entre a Massa Total e Densidade Central paran=1¢ k = 100.

A regido estavel (na qual as estrelas que possuem este valor de massa total, raio total e
densidade central, sdo estaveis) se encontra ao lado esquerdo do ponto maximo da curva na
figura 1. E isso significa que as estrelas a direita sdo radialmente instdveis e portanto,
qualquer perturbagdo pode levar ao seu colapso radial, e estas serdo as estrelas interessantes

para o estudo (fortes candidatas a se tornarem buracos negros) [4].

\

Na regido externa a estrela, temos p = p = 0 (critério de parada do programa), e

consequentemente:
dm_o (©)
dr
a__ M . (7)
dr r(r-2M)

oy 2M

Sendo, —8p =€ 1- o aplicando que o potencial tende a zero quando o raio

tende ao infinito, podemos escrever a métrica exterior como:
oM oM !
ds® :—(1——jdt2+(1——) dr’ +r’dQ* . (8)
r r

A expressao (8) ¢ a Métrica de Schwarzschild.



Uma visualizagdo dessa métrica esfericamente simétrica pode ser feita assumindo um
tempo t constante e observando no plano equatorial (0 = m/2), assim o elemento de linha
analisado sera:

-1
ds* = (1 - 27Mj dr’* +r’deg’ . 9

Introduz-se uma dimensao auxiliar z, tal que:

-1
dz* = 1—2—M dr* +dr*. 10
(10)

r

e entdo, temos, com simetria em ¢:
2M
z(r)=J.‘/ dr=22M\r=2M (1)
r—=2M

Definido para valores de r > 2M.

Buraco negro de Schwarzschild
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Figura 2: Visualizac¢do do espago-tempo de Schwarzschild, M = 1.

Para valores muito grandes de r, o espago-tempo de Schwarzschild tende ao de
Minkosvki. E para os valores dados na Figura 2, o interior de r < 2 ¢ um buraco negro de

Schwarzschild.



Como dito anteriormente, um buraco negro pode surgir do colapso radial de uma
estrela instavel. O estudo foi feito analisando o modo de oscilagdo radial de uma estrela
politropica, pelo fato de ser o modo mais simples para ser analisado e busca encontrar
instabilidades radiais geradas pelo deslocamento de um elemento de fluido situado num dado

raio a partir do centro.

A equacdo de onda para a funcdo de deslocamento renormalizada [5] é:

¢ _9d 8_{)
Waﬁ _ar(P or +oG. (12)

Com os parametros W(r), P(r) e Q(r) sendo:

3A0+9,

W(}") = (,00 + Dy )rize (123)
P(r)=Tp,r et (12.b)
»)
Q(T’) = 6A0+3¢° |:—p pj b I’_z - 4P£)r_3 - 87Z'p01’_2 (po + Dy )QZAO } (12C)
o™ Po

Para resolver o problema de autovalor da expressdao 12, e obter a freqiiéncia de

oscilagdo radial de todos os modos de oscilagao,

admiti-se:
S(t,r)y=e" y(r)
e entdo a equagdo diferencial ordindria se torna linear em y(r) (parte radial):
d( _d
—(P—Z)+(Q+a)2W);(=o . (13)
dr\ dr

com o quadrado da freqiiéncia de oscilagdo como um autovalor da equagao.

A fim de resolver o problema do autovalor numericamente, o problema foi dividido

em um sistema de duas equacdes diferenciais de primeira ordem em y e 7.

ax_m
dr P

14
J (14)

an_
o (O W+Q)x

10



Perto da origem temos:  y(r)= y,r’ +O()
n(r)=n,+0@")

Entdo os valores iniciais para a integracao sao:

_ T
Ao 3P, (15)

com Po calculado a partir da expressdo (12.b) e Mo um valor arbitrario (aqui foi
escolhido Mo = 1)[6]. Para encontrar os autovalores que resolvem o sistema, ¢ escolhido um
valor arbitrario de ® e o sistema ¢ integrado desde a origem (r = 0) até a superficie da estrela
(r = R, assumindo que o raio ¢ finito), onde a condicdo de contorno deve ser satisfeita. O
deslocamento de um elemento de fluido nesse ponto deve ser finito para todo instante t, e
portanto a perturbagdo Lagrangeana da pressao radial se anula para todo t (o que € necessario
para a condi¢do de juncdo do espago-tempo esfericamente simétrico com o espaco de
Schwarszchild) [7]. Se for satisfeita a condi¢do de contorno, a freqliéncia angular obtida ¢ a

desejada, e o modo de oscilagao pode ser visto pelo nimero de raizes da fungao y(r).

Numericamente, a condi¢do de contorno nunca sera exatamente igual a zero, portanto
a cada iteracdo hd uma interpolagdo linear entre o resultado obtido e o anterior, e verifica-se
se ocorre uma mudanga de sinal ou se a diferenca entre eles pertence ao intervalo (|d| < 10e-5)

que satisfaz a precisdo desejada.

O problema de autovalor para o sistema da expressao (14) possui solugdes para apenas
um numero finito de autovalores ( o> ). Para valores positivos de 0)2, o ¢ real e a solucdo ¢
puramente oscilatoria (o que ¢ esperado para estrelas estaveis radialmente). Todavia, se ? for
negativo, a freqiiéncia de oscilagdo € imaginaria o que corresponde a um crescimento
exponencial ou ao colapso até o nucleo, que corresponde a instabilidade com relacdo a

oscilacdes radiais (estrelas instaveis) para o modelo estelar em consideracao.

Para estrelas de néutrons, acontece que para valores de densidade central (po) maiores
que o valor da densidade de energia critica (pcrit = 0.041965 , onde a massa total da estrela é

maxima [M = 1.638 MSol, para n = 1 e k = 100]) a estrela colapsa radialmente para um
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buraco negro. E o modo neutro encontrado (correspondente ao autovalor o = 0) ocorre

exatamente para a densidade central igual a densidade critica, como visto na Figura 3.

Frequencia de Oscilagdo x Densidade Central
0.15 T T T

0.1 |

0.05 -

 (kHz)
o
1

-0.05

T

-0.15 L 4 :
0.004 0.0041 0.0042 0.0043 0.0044
Densidade de Energia Central (p)

Figura 3: Frequéncia de oscilagdo para o primeiro modo excitado em funcao da densidade central.

Resolvendo o sistema (14) para a estrela politropica com n =1 e k = 100 de densidade
de energia barionica central pro= 0.00128 (do ramo estavel) foi obtido um valor de freqii€éncia

de oscilagdo F = 1.443 kHz para o primeiro modo normal (N = 0).

A Figura 4 mostra a amplitude de oscilacio para N = 0 da estrela resolvida,
normalizada para uma porcentagem da amplitude total de oscilagdo na superficie. Os valores
x(r) sdo dados em quildometros, e o valor da amplitude de oscilagdo ¢ arbitrario pois o valor

inicial de y depende do valor inicial de n que foi adotado arbitrariamente como 1.

Podemos afirmar que este ¢ o primeiro modo normal, uma vez que a curva gerada ndo

possui outra raiz além da origem (0,0).

12



Amplitude de Oscilagéo x Raio
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Figura 4: Amplitude de oscilag@o para o primeiro modo normal.

Para a mesma estrela obtém-se a amplitude de oscilagdo na superficie em fungdo do
tempo através da expressao:

_ Z(R) O(R)+iot
Como o valor encontrado de w? é positivo, a expressao (16) ¢ puramente oscilatoria
em fun¢do do tempo. A Figura 5 exemplifica um periodo de oscilacdo na superficie da estrela,
e os pontos marcados em vermelho mostram o tempo onde ocorrem as amplitudes maximas e

minimas de oscilagdo, respectivamente na crista € no vale da curva senoidal apresentada.

No caso analisado para estrelas do ramo instavel, o valor encontrado de w?é negativo,

e portanto a expressao (16) toma forma exponencial real, mostrando que cada ponto dentro da
estrela ird colapsar para o centro quando t — .

13



Amplitude de Oscilagdo na Superficie x Tempo
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Figura 5: Amplitude de oscilag@o da superficie da estrela em fungdo do tempo em um unico periodo de oscilagido
no primeiro modo normal (N = 0).
Comparando os modos normais de oscilagdo para a estrela estudada, foi obtido um
grafico que compara a amplitude de oscilacdo de cada modo normal em funcdo da posi¢cdo
dentro da estrela (Figura 6), as freqiiéncias de oscilagdo para cada modo normal, se encontram

na Tabela 1:

Modo Normal (N) F (kHz)

0 1,443
1 3,955
2 5,917
3 7,776
4 9591

5 11,380

Tabela 1: Freqiiéncia de oscilagdo para os respectivos modos normais.

Para cada curva, o nimero (N) de raizes nos da o N-ésimo modo normal excitado. E o

valor da freqiiéncia de oscilagdo para maiores valores de N € significativamente maior do que

14



para N = 0 (= 200% a cada aumento de N). Isto ¢ esperado, uma vez que para ter mais

oscilagdes em menor tempo, ¢ necessario um aumento na freqiiéncia de oscilagdo.

Modos de Oscilagdo

35 1 I T T T T I
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Figura 6: Primeiros modos normais de oscilagdo para a estrela politropica estavel estudada.
Raio da Estrela x Tempo
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Figura 7: Raio da estrela instavel em func¢do do tempo devido a oscilagdo radial.
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A mesma analise foi repetida para uma estrela instdvel. Como dito anteriormente, uma
pequena perturbagdo levaria ao seu colapso radial, e ¢ o que mostra a figura 7, para uma
estrela de densidade de energia baridnica central pro = 0.00358 que resulta numa massa total
M = 1.63 MSol e raio total R = 10.8963 km, o tamanho da estrela vai diminuindo até que

ocorre seu colapso radial (R = 0).

3.CONCLUSAO

Para uma estrela politropica relativistica, os valores numéricos para massa e pressao
em fung¢do do raio, obtidos pela integragdo do sistema de equacdes de TOV, nos ddo um valor
maximo possivel para a massa total e raio total correspondente de uma estrela, para cada
equagao de estado. A condigdo de estabilidade radial em uma estrela ¢ jﬁ >0 . O fator de
pressdo das estrelas impede com que ocorra seu colapso, estrelas muito cocmpactas (densas)
possuiriam um deficit de pressdo para suprir sua contragdo gravitacional, portanto as estrelas a

direita do ponto méximo permitido ndo sdo estaveis e uma pequena perturbacdo no seu

equilibrio levaria ao seu colapso, formando um buraco negro.

Com o estudo de estrelas pulsantes, ¢ possivel verificar sua evolugao e os efeitos de
perturbagdes no equilibrio a partir de métodos numéricos integrando as equagdes dinamicas
com as condi¢des de fronteira e as equagdes de condigdes iniciais (Conservagdo Baridnica,

Adiabaticidade, Conservacdo de Energia, e Equacdo de Campo de Einstein).

Resolvendo o problema do autovalor para a estrela politropica escolhida (pvo =
0.00128, n =1 e « = 100) foi obtido um valor positivo para o autovalor (0)2) como era
esperado, pois a estrela se encontra no ramo estavel da curva da Figura 1. Com estes dados foi
possivel uma visualizacao da amplitude de oscilacdo na superficie em fungao do tempo, em
funcdo do raio, ¢ uma comparagcdo dos modos normais de oscilagdo para a mesma estrela

radialmente estavel.

A andlise feita com o aumento da densidade de energia central, mantendo os

parametros n e k, mostra que o quadrado da freqii€éncia de oscilagdo varia linearmente em

16



funcdo da densidade de energia central, com inclinagdo negativa, passando pelo 0 (modo
neutro) no ponto de massa maxima permitida para estes parametros avaliados. Sendo que
estrelas estaveis possuem valores de o’ positivos, e as radialmente instaveis valores
negativos, o que implica no colapso radial dessas estrelas, que pode ser concluido a partir da

forma exponencial real do vetor deslocamento para cada ponto dentro da estrela.
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APENDICE A
Deducio das equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff.
A partir da métrica de Schwarzschild estética e esfericamente simétrica, temos:

_ M0 2

8oo = 8o0 =T

2A(r)

g,=¢e 8op = r*sin’ @ (1
Os componentes do tensor de Einstein sdo obtidos pela expressao:

1
o _ pop op

Com o escalar de curvatura (R), dado por:
— o
R=8"R,; . (3)
Calcula-se as componentes do Tensor de Riemann a partir da definigao:

Buv Buv L Bvu

11 A o o o o a o
Ry 2T —T %, 4T T, T T, @)

Sendo que os simbolos de Christoffel sdo definidos em fung¢do das componentes de métrica,

dado pela expressao:

1 v
F”aﬁ = Eg“ (gva,ﬁ +8pa gap,‘,) . (5)

Com todos os simbolos de Christoffel calculados (devido a simetria da metrica, muitos sao
iguais a zero), podemos usar os resultados na expressao (4) para calcular as componentes do
Tensor de Riemann, em seguida calcular as componentes do Tensor de Ricci, o escalar de

curvatura (expressao 3), e por fim, as componentes do Tensor de Einstein (2).

Portanto, o Tensor de Einstein possui as seguintes componentes para a dada métrica:

1 d _
Gy, :r—zez‘”;[r(l—e ™, (6.1)
G, =z -e)+ 2g (62)
Goo =1"¢ " [¢"+(@) +" [ r=¢’N =N /1], (6.3)
G,y =Gesin’ 6 (6.4)
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Temos que o Tensor de Einstein pode ser relacionado com o Tensor Energia-Momento,

através da expressao:
G5 =871, . (7)
E calculamos as componentes do Tensor Energia-Momento com a expressao:
Ts=(p+PUUs+ pgys . (8)

Sendo U a quadrivelocidade de um fluido perfeito, dado por U, = —e’ ¢ as outras componentes

nulas. Temos entdo as componentes do Tensor Energia-Momento:

Ty = pe*’
T_ — €2A
rr p (9)
Too = pr2
T,, = pr’sin’6
Com estes resultados, aplicando a conservagao de energia:
o _
T, =0. (10)
Temos,
Trﬁ;ﬁ :Trﬁ’ﬁ_i_Tﬁﬁl-*r&ﬁ_'_Trérﬁﬁﬁ =0 (11)
Dai obtemos as componentes ndo nulas:
T, +T"T o +T" T +T*T o+ T¥T" , +T"T? ;=0 (12)
De onde sai que,
+p)—=——""
(p+p) - dr
Da expressao (7), obtemos:
G,, =8nT,, (14.1)
< d 2A 2
Entao: d—[r(l —e )] =8nr'p. (14.2)
r
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A 2m@r) Y’
E como, por definificao, et 2 (1— ( )) obtemos:
d
’Z}f” =dnrp . (15)

A expressdo (15) ¢ a primeira equagdo do sistema de TOV para descrever a estrutura estelar,

que relaciona a derivada da massa em relagao ao raio.

Em seguida, também da expressao (7), sai que:

G,=8xT, (16.1)

E —rize“(l—e-“)+27¢':8npe“. (16.2)
Manipulando a expressado (16.2), ¢ facil obter:

d¢ _m(r)+4npr’ (16.3)

dr  rlr—-2m(r)]

Utilizando a expressao (13), aplicada a (16.3), tiramos:

dp m(r)+4rpr’
dr (p+p) rlr—=2m(r)] * (17

A expressao (17) é a segunda equacgao do sistema de TOV que relaciona a derivada da pressao

em relacdo ao raio.

Finalmente, o sistema pode ser escrito pelas expressoes (13), (15) e (17), junto da equagdo de
estado convenientemente escolhida, p = p(p). Obtemos entdo o sistema de equagdes de TOV

para descrever a estrutura estelar (18), considerando fluido perfeito e a métrica esfericamente

simétrica:
dm
= —Aror?
dr er
dp m(r)+4npr’
e _(p+p)— LT 1
ar P ) (18)
dp___ 1 dp
dr (p+p)dr
p=pp)
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